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C´ılem te´to pra´ce je prˇibl´ızˇit problematiku frakta´l˚u. Nejprve zde jsou uvedeny za´klady
frakta´ln´ı geometrie a da´le jsou postupneˇ vysveˇtleny a na prˇ´ıkladech demostrova´ny neˇktere´
typy frakta´l˚u. Pro snadneˇjˇs´ı pochopen´ı vsˇech typ˚u frakta´l˚u byla vytvorˇena graficka´ aplikace
dostupna´ na webu, ve ktere´ si uzˇivatel mu˚zˇe vyzkousˇet vlastnosti a chovan´ı jednotlivy´ch
frakta´l˚u.
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Abstract
The target of this work is to explain basics of fractals generation and theory. The introdac-
tion to the fractal geometry is mentioned first. Certain types od fractals are explained and
demostrated by examples next.For easier understanding of all mentioned types of fractals
a grafical aplication was designed where it is possible to experience fractals characteristics
and behaviour. The aplication is available on the internet.
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Tato pra´ce vznikla jako sˇkoln´ı d´ılo na Vysoke´m ucˇen´ı technicke´m v Brneˇ, Fakulteˇ in-
formacˇn´ıch technologi´ı. Pra´ce je chra´neˇna autorsky´m za´konem a jej´ı uzˇit´ı bez udeˇlen´ı opra´vneˇn´ı
autorem je neza´konne´, s vy´jimkou za´konem definovany´ch prˇ´ıpad˚u.
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Problematika kolem frakta´l˚u je velice rozsa´hle´ odveˇtv´ı, ktere´ v te´to dobeˇ zazˇ´ıva´ veliky´
rozvoj. Ovsˇem tento rozvoj, stejneˇ jako na zacˇa´tku jiny´ch veˇdny´ch odveˇtv´ı, je sp´ıˇse v
rˇada´ch doma´c´ıch kutil˚u, veˇdc˚u a lid´ı zaj´ımaj´ıc´ıch se o grafiku. Z my´ch vlastn´ıch zkusˇenost´ı
vyply´va´, zˇe pro sˇirokou verˇejnost i pro veˇtsˇinu student˚u na technicky´ch sˇkola´ch jsou frakta´ly
bud’ naprosto nezna´ma´ oblast nebo o n´ı maj´ı jen velice matne´ a neˇkdy i velice zkreslene´ in-
formace. Hlavn´ım c´ılem te´to pra´ce je tedy nast´ıneˇn´ı za´kladn´ıch oblast´ı ty´kaj´ıc´ıch se frakta´l˚u
verˇejnosti a da´le demonstrace vsˇech za´kladn´ıch druh˚u frakta´l˚u.
V kapitole (2) je celkem podrobneˇ popsana´ frakta´ln´ı geometrie [5] a vsˇechny jej´ı za´kladn´ı
oblasti, ktere´ jsou pro pochopen´ı chova´n´ı frakta´l˚u potrˇebne´. Bez teˇchto znalost´ı nen´ı mozˇne´
pochopit, jak se jednotlive´ druhy frakta´l˚u chovaj´ı ani vykresluj´ı na pocˇ´ıtacˇi.
V 3. kapitole jsou postupneˇ vysveˇtleny vsˇechny cˇtyrˇi za´kladn´ı typy frakta´l˚u a u kazˇde´ho
typu jsou uvedeny a popsa´ny jednotlive´ prˇ´ıklady frakta´ln´ıch obrazc˚u. U veˇtsˇiny prˇ´ıklad˚u
je uveden i obra´zek nebo v´ıce obra´zk˚u, pro veˇtsˇ´ı pochopen´ı toho, jak se konkre´tn´ı frakta´l
chova´.
V kapitole (4) je prezentova´na samotna´ aplikace, ktera´ byla soucˇa´st´ı te´to pra´ce. Aplikace
je rozdeˇlena´ na demonstracˇn´ı a teoretickou cˇa´st, kde v demonstracˇn´ı cˇa´sti si uzˇivatel mu˚zˇe
vybrat konkre´tn´ı frakta´l, ktery´ chce zobrazit a da´le s n´ım mu˚zˇe pracovat a v teoreticke´ cˇa´sti
se dozv´ı vesˇkerou teorii, ktera´ je pro pochopen´ı chova´n´ı frakta´lu potrˇebna´.





Frakta´ly jsou velice sˇiroky´ pojem, ktery´ zasahuje do velke´ho mnozˇstv´ı jiny´ch veˇdn´ıch
odveˇtv´ı. Frakta´ly maj´ı spoustu podob, jsou vsˇude kolem na´s a obsahuj´ı v sobeˇ samotny´
princip nasˇeho sveˇta. Pro cˇloveˇka neznale´ho problematiky (ale i pro veˇdce ktery´ se jimi
zaby´va´ uzˇ le´ta) jsou to u´zˇasne´ obrazce, ktere´ maj´ı nepochopitelnou, ale kra´snou strukturu.
Jejich zda´nliva´ nepochopitelnost, ale ma´ sva´ pravidla a ty je potrˇeba prˇed pochopen´ım
samotny´ch frakta´l˚u zna´t. Obycˇejne´ prˇedmeˇty jako je st˚ul nebo zˇidle se daj´ı popsat pomoc´ı
jednoduchy´ch u´tvar˚u (cˇtverec, u´secˇka), prˇicˇemzˇ tyto u´tvary jsou definovane´ pomoc´ı stare´
rˇecke´ euklidovske´ matematiky. Frakta´ly se ale pomoc´ı te´to geometrie popsat nedaj´ı. Pos-
tupem cˇasu bylo zjiˇsteˇno, zˇe pro jej´ıch vysveˇtlen´ı je potrˇeba vytvorˇit novy´ veˇdn´ı obor –
Frakta´ln´ı geometrii [5]
2.1 Historie
Frakta´ln´ı geometrie je samostatna´ a dnes jizˇ pomeˇrneˇ rozsa´hla´ veˇdn´ı discipl´ına zasahuj´ıc´ı
do mnoha dalˇs´ıch obor˚u, ktera´ je intenzivneˇ rozv´ıjena zhruba od sˇedesa´ty´ch let minule´ho
stolet´ı. Jak je videˇt, je to pomeˇrneˇ hodneˇ mlada´ discipl´ına, ale jej´ı za´klady byly polozˇeny
jizˇ da´vno. Ostatneˇ, frakta´ly jsou uzˇ odneda´vna videˇt vsˇude, kam se jen pod´ıva´me. V okoln´ı
zˇive´ i nezˇive´ prˇ´ırodeˇ. Mnoho veˇdc˚u a take´ umeˇlc˚u se pokousˇelo definovat, co je to frakta´l, ale
to se podarˇilo azˇ francouzske´mu veˇdci polske´ho p˚uvodu Benoit B. Mandelbrotovi. Ten jako
prvn´ı matematicky definoval pojem frakta´l [7] a je tak pra´vem povazˇova´n za zakladatele
frakta´ln´ı geometrie.
Protozˇe velka´ cˇa´st frakta´l˚u je vyuzˇ´ıva´na v pocˇ´ıtacˇove´ grafice a frakta´ly lze nejle´pe popsat
jako geometricke´ objekty, lze frakta´l nejjednodusˇeji definovat jako nekonecˇneˇ cˇlenity´ u´tvar .
Pro vysveˇtlen´ı pojmu nekonecˇneˇ cˇlenity´ u´tvar je trˇeba definovat pojem geometricky hladky´
u´tvar, ktery´ je jisty´m zp˚usobem pravy´m opakem u´tvaru nekonecˇneˇ cˇlenite´ho.
2.2 Geometricky hladky´ u´tvar
Beˇzˇna´ teˇlesa, ale prˇedevsˇ´ım umeˇle´ u´tvary v nasˇem okol´ı se daj´ı popsat nebo zobrazit pomoc´ı
urcˇite´ho pocˇtu parametr˚u, ktere´ tato teˇlesa z hlediska jejich tvaru plneˇ charakterizuj´ı. Pro
za´kladn´ı geometricke´ tvary, naprˇ´ıklad krychli, kouli, va´lec, prˇ´ımku, u´secˇku, zna´me vzorce,
d´ıky nimzˇ mu˚zˇeme vypocˇ´ıtat naprˇ´ıklad de´lku, plochu nebo objem. Samozrˇejmeˇ, zˇe vy´sledek
je pokazˇde´ stejny´, at’ uzˇ pocˇ´ıta´me v jaky´chkoli jednotka´ch. Je nepodstatne´, zda je polomeˇr
koule zadany´ v milimetrech nebo metrech. Po prˇevodu jednotek se vy´sledek nezmeˇn´ı. Vlast-
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nost, kterou maj´ı vsˇechny tyto u´tvary spolecˇnou, je jejich dimenze. Tzn. pocˇet rozmeˇr˚u,
ktery´my lze dany´ prˇedmeˇt definovat. Naprˇ´ıklad u´secˇka ma´ dimenzi 1, protozˇe na urcˇen´ı
prˇesne´ pozice bodu lezˇ´ıc´ıho na n´ı stacˇ´ı pouze jeden parametr, a to jeho sourˇadnice. Stejneˇ
tak jaka´koli hladka´ plocha ma´ dimenzi 2, teˇleso dimenzi 3. Je ale potrˇeba upozornit na
fakt, zˇe i kdyzˇ ma´ u´secˇka dimenzi 1, neznamena´ to, zˇe je zobrazova´na v jednorozmeˇrne´m
prostoru. Dimenze jen uda´va´ pocˇet parametr˚u potrˇebny´ch k urcˇen´ı bodu na u´secˇce.
2.3 Nekonecˇneˇ cˇlenity´ u´tvar
Pro beˇzˇne´ prˇedmeˇty vystacˇ´ıme z dimenzemi 0, 1, 2 a 3. To znamena´, zˇe dimenze je
prˇirozene´ cˇ´ıslo. Jenzˇe pro veˇtsˇinu prˇedmeˇt˚u vyskytuj´ıc´ıch se v prˇ´ırodeˇ s teˇmito dimenzemi
nevystacˇ´ıme. Jako prˇ´ıklad mohu uve´st brˇehy potoku nebo pobrˇezˇ´ı ostrovu. Uvedeny´ prˇ´ıklad
se rea´lneˇ vyskytl prˇi kartograficke´m meˇrˇen´ı pobrˇezˇ´ı Bretaneˇ. L. F. Richardson jako prvn´ı
zjistil, zˇe de´lka pobrˇezˇ´ı, kterou nameˇrˇil, je za´visla´ na de´lce meˇrˇidla, ktere´ na odkrokova´n´ı
pobrˇezˇ´ı pouzˇil. Kdyzˇ si vezmeme mapu neˇjake´ho ostrova a budeme cht´ıt zmeˇrˇit de´lku jeho
pobrˇezˇ´ı, pouzˇijeme naprˇ´ıklad kruzˇ´ıtko, pomoc´ı ktere´ho odkrokujeme cely´ obvod ostrova a
po prˇepocˇtu na meˇrˇ´ıtko skutecˇne´ dostaneme vy´slednou de´lku. Pokud ale pouzˇije prˇesneˇjˇs´ı
mapu a provedeme stejny´ pokus, vy´sledek bude jiny´. Nameˇrˇena´ de´lka bude veˇtsˇ´ı. Protozˇe
prˇi pouzˇit´ı prˇesneˇjˇs´ı mapy se objevili podrobnosti pobrˇezˇ´ı ostrova, ktere´ na prˇedchoz´ı mapeˇ
nebyli patrne´. Takto bychom mohli postupovat do nekonecˇna, sta´le meˇrˇit s veˇtsˇ´ı prˇesnost´ı
a de´lka by byla sta´le veˇtsˇ´ı a veˇtsˇ´ı. Z toho vyply´va´ zˇe objekt ostrova ma´ nekonecˇnou de´lku,
ale prˇitom konecˇny´ obsah.
Richardson tak naprosto empiricky bez jaky´chkoli matematicky´ch d˚ukazu odvodil vztah
K = N(ε)εD
kde K znacˇ´ı de´lku celkove´ho pocˇtu N(ε) u´secˇek nutny´ch k aproximaci (tj. nejteˇsneˇjˇs´ımu
pokryt´ı) dane´ krˇivky. De´lka pobrˇezˇ´ı se uka´zala by´t za´visla´ na konstanteˇ D, jej´ızˇ vy´znam
si vsˇak Richardson nedoka´zal vysveˇtlit. Azˇ Benoit B. Mandelbrot doka´zal souvislost mezi
touto konstantou a Hausdorffovou-Besicovicovou dimenz´ı[7].
2.4 Hausdorffova-Besicovicova dimenze
De´lka geometricky hladke´ krˇivky, ktera´ ma´ topologickou dimenzi rovnu jedne´, je prˇi r˚uzny´ch
meˇrˇ´ıtka´ch sta´le stejna´. De´lka pobrˇezˇ´ı (cozˇ je take´ krˇivka s topologickou dimenz´ı rovnou
jedne´) se prˇi zmensˇova´n´ı meˇrˇ´ıtka bude neusta´le prodluzˇovat azˇ do nekonecˇna. Pobrˇezˇ´ı je
tedy plosˇneˇ veˇtsˇ´ı nezˇ hladka´ krˇivka. Nevyplnˇuje ale celou rovinu. Jeho “prava´” dimenze
je tedy veˇtsˇ´ı nezˇ topologicka´ dimenze hladke´ krˇivky, ale za´rovenˇ je mensˇ´ı nezˇ topologicka´
dimenze roviny (ta je rovna dveˇma). Z toho plyne, zˇe dimenze pobrˇezˇ´ı nemu˚zˇe by´t cele´ cˇ´ıslo
a obecneˇ je nazy´va´na frakta´ln´ı dimenz´ı.
Objekty s necelorˇ´ıselnou (frakta´ln´ı dimenz´ı) se tedy daj´ı povazˇovat za frakta´ln´ı objekty.
Po svy´ch objevitel´ıch je dimenze frakta´ln´ıch objekt˚u nazy´va´na Hausdorffova-Besicovicova
dimenze.[7]
Rozd´ıl mezi frakta´ln´ı a topologickou dimenz´ı urcˇuje, jak cˇlenity´ dany´ u´tvar je. Kdyzˇ
se hodnoty teˇchto dimenz´ı budou liˇsit velmi ma´lo, objekt bude jen ma´lo cˇlenity´. Bude-li
frakta´ln´ı dimenze znacˇneˇ veˇtsˇ´ı nezˇ dimenze topologicka´, bude objekt hodneˇ cˇlenity´.
Tyto rozd´ıly mezi frakta´ln´ı a topologickou dimenz´ı vyuzˇ´ıva´ asi nejzna´meˇjˇs´ı definice
frakta´lu, kterou definoval Benoit B. Mandelbrot [7].
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Frakta´l je mnozˇina cˇi geometricky´ u´tvar, jehozˇ Hausdorffova-Besicovicova
dimenze dimenze je (ostrˇe) veˇtˇs´ı nezˇ dimenze topologicka´.
2.5 Vy´pocˇet frakta´ln´ı dimenze
Pojem frakta´ln´ı dimenze jsme si vysveˇtlili v prˇedchoz´ım odd´ıle 2.4. Ale bude na´m k nicˇemu,
kdyzˇ nebudeme veˇdeˇt jak ji spocˇ´ıtat. Vy´pocˇet topologicke´ dimenze je snadny´: pocˇet parametr˚u
potrˇebny´ch pro jej´ı popis.
Vy´pocˇet frakta´ln´ı dimenze je ale trochu slozˇiteˇjˇs´ı. Proto bude vysveˇtlen na jednoduchy´ch
prˇ´ıkladech .
2.5.1 U´secˇka
Nejjednodusˇsˇ´ım prˇ´ıkladem vy´pocˇtu je u´secˇka jednotkove´ de´lky. U´secˇku si rozdeˇl´ıme na
N d´ıl˚u. Toto rozdeˇlen´ı odpov´ıda´ tomu, jako bychom se na u´secˇku pod´ıvali N-na´sobny´m
zvetsˇen´ım. Meˇrˇ´ıtko nove´ u´secˇky je tedy:
ε = 1/N (2.1)
ε - meˇrˇ´ıtko, N - pocˇet d´ıl˚u, na ktere´ se u´secˇka rozdeˇlila. Pro Hausdorffovu dimenzi D obecneˇ
plat´ı:
NεD = 1 (2.2)
Dimenzi D tedy vypocˇ´ıta´me na´sleduj´ıc´ımi u´pravami:
NεD = 1
log NεD = log 1
log N +D log ε = 0
D log ε = − log N
D = log N/ log (1/ε)
D = log N/ log N
D = 1
Topologicka´ dimenze u´secˇky je rovna jedne´, stejneˇ jako vypocˇ´ıtana´ frakta´ln´ı dimenze.
U´secˇka tedy nen´ı frakta´l.
2.5.2 Kochova krˇivka
Stejny´ postup lze aplykovat i na nejjednodnodusˇsˇ´ı fra´kta´l na plosˇe – Kochovu krˇivku (3.15).
Prˇi kazˇde´ iteraci se de´lka kazˇde´ hrany zmensˇ´ı na trˇetinu (ε) sve´ p˚uvodn´ı hodnoty a de´lka
krˇivky se zveˇtsˇ´ı cˇtyrˇikra´t (N).
ε = 1/3 , N = 4
Frakta´ln´ı dimenze Kochovy krˇivky je pak:
D = log N/ log (1/ε) = log 4/ log 3 = 1,2618595.
Topologicka´ dimenze Kochovy krˇivky je rovna jedne´, fra´ka´ln´ı je veˇtsˇ´ı. Z toho vyply´va´, zˇe
tato krˇivka je frakta´lem.
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2.6 Sobeˇpodobnost
Dalˇs´ım d˚ulezˇity´m pojmem, ktery´ se prˇi popisova´n´ı abstraktn´ıch matematicky´ch frakta´l˚u i
prˇ´ırodn´ıch u´tvar˚u s frakta´ln´ı strukturou pouzˇ´ıva´, je sobeˇpodobnost, nebo take´ invariance
v˚ucˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka [6]. Sobeˇpodobnou strukturu je mozˇno rozlozˇit na struktury, z nichzˇ
kazˇda´ je zmensˇenou kopi´ı origina´lu. Naprˇ´ıklad cˇtverec lze slozˇit z libovolne´ho pocˇtu mensˇ´ıch
cˇverc˚u. Klasicky´m prˇ´ıklad sobeˇpodobnosti je naprˇ´ıklad sneˇhova´ vlocˇka (viz odd´ıl 3.3.3).
2.7 Sobeˇprˇ´ıbuznost
Naprosta´ veˇtsˇina frakta´ln´ıch u´tvar˚u nesplnˇuje podmı´nky sobeˇpodobnosti. Ty splnˇuj´ı jen
umeˇle vytvorˇene´ frakta´ln´ı struktury. Veˇtsˇina frakta´l˚u je tedy pouze sobeˇprˇ´ıbuzna´. To zna-
mena´, zˇe prˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka frakta´l nevypada´ stejneˇ jako celek, ale pouze podobneˇ. Sobeˇprˇ´ıbuzne´
jsou prakticky vsˇechny frakta´ln´ı tvary, ktere´ se vyskytuj´ı v prˇ´ırodeˇ. Docha´z´ı zde totizˇ k
urcˇite´mu zkreslen´ı, ktere´ je zp˚usobene´ na´hodou a vsˇudyprˇ´ıtomny´mi fyzika´ln´ımi za´kony.
Mezi typicke´ prˇedstavitele sobeˇprˇ´ıbuzny´ch frakta´l˚u patrˇi naprˇ. mraky, rˇeky, hory nebo
korˇeny stromu˚.
2.8 Atraktor
Atraktor (attractor) syste´mu je mnozˇina stav˚u, do ktery´ch syste´m smeˇrˇuje. Naprˇ´ıklad pro
rea´lne´ kyvadlo plat´ı, zˇe atraktorem je stav, kdy se prˇestane houpat. Naproti tomu atrak-
torem pohybu planety (Zemeˇ) je uzavrˇena´ elipsa. Neˇktere´ syste´my se ale do konecˇne´ho stavu
nikdy neusta´l´ı. Tyto syste´my maj´ı tzv. podivny´ atraktor a tento atraktor vykazuje frakta´ln´ı








Kv˚uli systematicˇnosti se ve frakta´ln´ı geometrii po urcˇite´m cˇase zacˇali rozliˇsovat jednotlive´
typy frakta´l˚u. Jednotlive´ druhy pak maj´ı podobne´ nejza´kladneˇjˇs´ı charakteristiky a generuj´ı
se podobny´m (stejny´m) zp˚usobem. Toto rozdeˇlen´ı bylo zavedeno i z d˚uvodu odliˇsne´ pouzˇitelnosti
jednotlivy´ch typ˚u. Frakta´ly se podle nejobecneˇjˇs´ıho meˇrˇ´ıtka deˇl´ı na cˇtyrˇi skupiny:
• Dynamicke´ syste´my
• Syste´my iterovany´ch funkc´ı (IFS)
• L-syste´my
• Stochasticke´ (na´hodne´) syste´my
3.1 Dynamicke´ syste´my
Dynamicke´ syste´my [1] tvorˇ´ı kategorii frakta´l˚u, ktera´ ma´ v technicke´ praxi nejveˇtsˇ´ı up-
latneˇn´ı. Dynamicky´ syste´m je matematicky´ model, ktery´ je za´visly´ na neˇjake´ promeˇnne´ (
naprˇ. na cˇase). Vycha´z´ı z pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek a je jimi determinova´n. Je popsa´n soustavou
diferencia´ln´ıch rovnic, ktere´ popisuj´ı zmeˇnu syste´mu v cˇase. Stav syste´mu v libovolne´m cˇase
je potom reprezentova´n stavovy´m vektorem, ktery´ lezˇ´ı ve stavove´m prostoru dynamicke´ho
syste´mu. Stavovy´ vektor jsou vlastneˇ vy´sledky vsˇech rovnic, ktere´ syste´m popisuj´ı a stavovy´
prostor je mnozˇina vsˇech stavovy´ch vektor˚u, ktery´ch syste´m mu˚zˇe naby´vat. Zmeˇna stavu
syste´mu se pak deˇje proveden´ım diferencia´ln´ıch rovnic, ktere´ syste´m popisuj´ı a nahrazen´ım
stare´ho vektoru vektorem novy´m.
3.1.1 Dynamicky´ syste´m se zpeˇtnou vazbou
Z hlediska pocˇ´ıtacˇove´ grafiky a frakta´ln´ı geometrie je nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ım druhem teˇchto syste´mu˚
dynamicky´ syste´m se zpeˇtnou vazbou. Zpeˇtnou vazbu si mu˚zˇe vysveˇtlit prˇiblizˇneˇ takto:
Vy´stup syste´mu, cˇi jeho cˇa´st (tzn. stavovy´ vektor), je znovu prˇiveden na vstup tohoto
syste´mu. To znamena´, zˇe aktua´ln´ı stav syste´mu je prˇ´ımo za´visly´ na stavu prˇedesˇle´m. Tento
jednoduchy´ princip je na´zorneˇ videˇt na na´sleduj´ıc´ım obra´zku (3.1).
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Obra´zek 3.1: Dynamicky´ syste´m se zpeˇtnou vazbou.
3.1.2 Dimenze a dynamicke´ syste´my
Jak uzˇ jsme si rˇekli, existuje nekonecˇny´ pocˇet dimenz´ı. My si doka´zˇeme prˇedstavit ale jen
prvn´ı trˇi. Pocˇet dimenz´ı u´zce souvis´ı s pocˇtem rovnic, ktere´ jsou pro dynamicky´ syste´m
potrˇeba. Tzn. pro jednu dimenzi je potrˇeba jedna promeˇnna´, ktera´ se meˇn´ı a ta je potrˇebna´
pro jednu rovnici. Dynamicke´ syste´my se tedy daj´ı rozdeˇlit na:
• Jednodimenziona´ln´ı dyn. syste´my
• Dvojdimenziona´ln´ı dyn. syste´my
• Vı´cedimenziona´ln´ı dyn. syste´my
3.1.3 Jednodimenziona´ln´ı dynamicke´ syste´my
Tyto syste´my jsou nejjednodusˇsˇ´ı a proto i nejsnazsˇ´ı pro pochopen´ı. Zde budou uvedeny
ty nejzaj´ımaveˇjˇs´ı, na ktery´ch bude vysveˇtleno, jak se principy teˇchto syste´mu˚ ve frakta´ln´ı
geometrii daj´ı pouzˇ´ıt. Vsˇechny tyto syste´my jsou velice citlive´ na pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky a
maj´ı podivn´ı atraktor (viz sekce 2.8).
Verhulst˚uv proces
Prˇi studiu populacˇn´ıho r˚ustu v uzavrˇene´m prostoru (naprˇ. pocˇet ryb v rybn´ıce) bylo zjiˇsteˇno,
zˇe populacˇn´ı r˚ust v jednom roce je prˇ´ımo za´visly´ na r˚ustu v roce prˇedesˇle´m. Je zde videˇt
zrˇejma´ analogie s principem zpeˇtne´ vazby dynamicke´ho syste´mu. Populacˇn´ı r˚ust klesa´ jak-
mile populace dosa´hne urcˇite´ hodnoty (ma´lo prostoru, nedostatek j´ıdla) a stoupa´ pokud je
j´ıdla i prostoru prˇebytek. Tento dynamicky´ proces je vsˇeobecneˇ oznacˇova´n jako Verhulst˚uv
proces a popisuje ho vzorec:
xn+1 = Gr ∗ xr ∗ (1− xn) (3.1)
kde Gr je velikost r˚ustu a xn je pocˇet jedinc˚u. Zaj´ımave´ je, zˇe prˇi r˚uzny´ch velikostech r˚ustu
se syste´m chova´ dosti odliˇsneˇ.
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1. Pokud je Gr mensˇ´ı nezˇ 300%, syste´m se postupneˇ usta´l´ı do jednoho bodu. Tzn.
zˇe populace se po urcˇite´ dobeˇ zastav´ı na neˇjake´m pocˇtu a v neˇm z˚ustane. Syste´m
takzvaneˇ konverguje do jednoho bodu a tento bod je jeho atraktorem.
2. Pokud je Gr prˇesneˇ 300%, populace se bude kazˇdy´ rok pravidelneˇ meˇnit mezi dveˇma
hodnotami. Ktere´ budou sta´le stejne´ a budou prˇiblizˇneˇ stejneˇ vzda´lene´ od pr˚umeˇrne´
populace. tyto dveˇ hodnoty jsou atraktorem syste´mu, ktery´ je periodicky´.
3. Pro neˇktere´ dalˇs´ı hodnoty docha´z´ı take´ periodicke´mu opakova´n´ı, ale perioda uzˇ nen´ı
2 roky, ale v´ıce. Naprˇ. 4, 8, 16 atd. Docha´z´ı k takzvane´mu zdvojova´n´ı period. Naprˇ.
pro 4-periodu je to 345%.
4. Nejzaj´ımaveˇjˇs´ı je ale posledn´ı mozˇnost, ktera´ uzˇ vykazuje frakta´ln´ı chova´n´ı. Pokud je
velikost populace veˇtsˇ´ı nezˇ 357%, syste´m se sta´va´ chaoticky´m. Velikost populaci je
neprˇedv´ıdatelna´ a nikdy se neusta´l´ı na neˇjake´ hodnoteˇ. V tomto prˇ´ıpadeˇ ma´ syste´m
podivny´ atraktor.
Logisticka´ mapa
Verhulst˚uv proces je mozˇne´ velmi snadno zobrazit na plosˇne´m grafu. Prˇ´ımy´m zobrazen´ım
funkce f(x) popisuj´ıc´ı proces z´ıska´me logistickou mapu. Pro r˚uzne´ hodnoty Gr bude mapa
vykazovat prˇesneˇ to chovan´ı, ktere´ bylo popsa´no vy´sˇe. Prˇi zmeˇneˇ pocˇa´tecˇn´ıho pocˇtu pop-
ulace xn se vy´sledek zmeˇn´ı jen kdyzˇ je syste´m chaoticky´. Na´sleduj´ıc´ı grafy na obra´zku 3.3
na´zorneˇ vsˇe demostruj´ı.
Obra´zek 3.2: Logisticka´ funkce s a) bodovy´m, b) periodicky´m, c) podivny´m atraktorem.
Bifurkacˇn´ı diagram
Z prˇ´ıme´ho zobrazen´ı pomoc´ı logisticke´ funkce nen´ı jasneˇ patrne´, prˇi jaky´ch pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nka´ch je syste´m stabiln´ı, kdy docha´z´ı ke zdvojova´n´ı period a pro jake´ hodnoty nasta´va´
chaoticke´ chova´n´ı syste´mu. Pro na´zorneˇjˇs´ı prˇedstavu se pouzˇ´ıva´ bifurkacˇn´ı diagram, ktery´
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zobraz´ı vsˇechny stavove´ prostory pro vsˇechny hodnoty jedne´ promeˇnne´ najednou. Na hori-
zonta´ln´ı osu (x) jsou naneseny hodnoty promeˇnne´ (Gr) a na vertika´ln´ı osu (y) jsou naneseny
vsˇechny stavy (stavovy´ prostor), ktery´ch syste´m naby´va´ pro urcˇity´ pocˇet krok˚u.
Obra´zek 3.3: Bifurkacˇn´ı diagram pro kladne´ hodnoty Gr.
3.1.4 Dvojdimenziona´ln´ı dynamicke´ syste´my
U 1D syste´mu˚ byla vyzualizova´na jejich mapa. Pro vybrane´ dynamicke´ syste´my s podivny´m
atraktorem je vy´hodne´ zobrazovat jejich orbit. Orbit je obraz stavove´ho prostoru syste´mu
(mnozˇina vsˇech stav˚u, ktere´ syste´m pro urcˇity´ pocˇet iterac´ı naby´va´) ve dvojdimenziona´ln´ım
prostoru. Pro vykreslen´ı orbitu do roviny (2D) je pouzˇit velmi jednoduchy´ algoritmus platny´
pro vsˇechny dalˇs´ı prˇ´ıklady.
Zjisti pocˇa´tecˇnı´ hodnoty syste´mu x0, y0
Zjisti pocˇet iteracı´
Zjisti hodnoty vsˇech parametru˚ p0 ... pn
for (n=0 to pocˇet_iteracı´) do
x(n+1)=f1(xn, yn, p0 ... pn)
y(n+1)=f2(xn, yn, p0 ... pn)
vykresli_bod(x(n+1), y(n+1)) do plochy
Tento algoritmus je sice naprosto jednoduchy´, nicme´neˇ pro neˇktere´ nezasveˇcene´ mohou
by´t neˇktera´ slova nezna´ma´. Tak se ho pokus´ım vysveˇtlit i slovneˇ.
Nejprve je nutne´ si urcˇit pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky promeˇnny´ch nutny´ch pro vykreslen´ı.Da´le
je trˇeba doprˇedu veˇdeˇt kolik iterac´ı (stav˚u) syste´m bude mı´t. Vzhled veˇtsˇiny obrazc˚u, ktere´
si zde uka´zˇeme, se da´ v´ıce cˇi me´neˇ meˇnit pomoc´ı parametr˚u, se ktery´mi se pak pocˇ´ıta´
prˇi prova´deˇn´ı d´ılcˇ´ıch diferencia´ln´ıch rovnic´ıch. Kdyzˇ jsou vsˇechny potrˇebne´ veˇci zna´me´, je
mozˇne´ zacˇ´ıt s vy´pocˇtem. Algoritmus pocˇ´ıta´ sta´le dokola dif. rovnice, dokud pocˇet cykl˚u
nedosa´hne stanovene´ho pocˇtu iterac´ı. V jednom cyklu jsou pocˇ´ıta´ny rovnice vzˇdy pro jeden
stav syste´mu, kde v kazˇde´ rovnici se mohou vyskytovat hodnoty prˇedesˇle´ho stavu (zpeˇtna´
vazba) a da´le parametry, ktere´ urcˇity´m zp˚usobem meˇn´ı vzhled vy´sledne´ho obrazce. Na konci
kazˇde´ho cyklu se vykresl´ı bod do roviny, kde jeho sourˇadnice tvorˇ´ı vy´sledky dif. rovnic (tzn.
hodnoty jednoho stavu).
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Z toho vyply´va´, zˇe kazˇdy´ bod (pixel) obrazce zna´zornˇuje jeden stav syste´mu a cely´
obrazec pak tvorˇ´ı stavovy´ prostor. Pokud by syste´my, ktere´ se takto zobrazuj´ı, meˇli bodovy´
nebo periodicky´ atraktor, vy´sledkem by byl pouze jeden bod, nebo v´ıce v prˇ´ıpadeˇ zdvo-
jova´n´ı period. Ale protozˇe tyto syste´my maj´ı podivny´ atraktor, vy´sledkem je neˇkdy mozˇna´
nudny´ ale veˇtsˇinou velice zaj´ımavy´ obrazec. Zde je jasneˇ patrna´ vlastnost teˇchto frakta´ln´ıch
syste´mu˚: I kdyzˇ se na prvn´ı pohled mu˚zˇe zda´t, zˇe syste´m je naprosto chaoticky´, po zobrazen´ı
jeho orbitu je videˇt, zˇe tento chaos ma´ sv˚uj porˇa´dek.
Heno´n˚uv atraktor
Patrˇ´ı mezi jeden z nejjednodusˇsˇ´ıch 2D dynamicky´ch syste´mu˚ s podivny´m traktorem. Rovnice
potrˇebne´ k jeho zobrazen´ı odvodil Michel Heno´n prˇi studiu pohybu astronomicky´ch teˇles.
Vzorec:
xn+1 = 1 + yn − ax2n x0 = 0.0
yn+1 = bxn y0 = 0.0
Vy´sledkem je komplikovany´, i kdyzˇ trochu nudny´, obrazec prˇipomı´naj´ıc´ı elipticke´ dra´hy
astronomicky´ch teˇles. Jeho Hausdorffova dimenze je rovna 1,261.
Obra´zek 3.4: Heno´n˚uv atraktor.
Gingerbreadman
Velice zaj´ımavy´ je i tento obrazec. Vzorec pro jeho vy´pocˇet je take´ velice jednoduchy´:
xn+1 = 1− yn + |xn| x0 = −0.1
yn+1 = xn y0 = 0.0
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Obra´zek 3.5: 2D dynamicky´ syste´m Gingerbreadman.
Dynamicky´ syste´m kamtorus
U tohoto dynamicke´ho obrazce se nevykresluje pouze jeden orbit ( stavovy´ prostor pro
urcˇite´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky), ale cela´ sada na sobeˇ neza´visly´ch orbit˚u. Vy´pocˇet kazˇde´ho
orbitu vzˇdy vycha´z´ı ze stejny´ch rovnic. Pouze se meˇn´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky. Cele´ vykreslen´ı
obrazce tedy prob´ıha´ ve dvou neza´visly´ch smycˇka´ch, kde ve vneˇjˇs´ı smycˇce se urcˇuj´ı pocˇa´tecˇn´ı
hodnoty promeˇnny´ch x a y kazˇde´ho orbitu a ve vnitrˇn´ı je vypocˇ´ıta´n a zobrazen kazˇdy´ orbit
zvla´sˇt’. Vsˇechny orbity dohromady pak tvorˇ´ı vy´sledny´ obrazec. Vzorec:
xn+1 = xn cosα+ (x2n − yn) sinα x0 = orbit/3
yn+1 = xn sinα+ (x2n − yn) cosα y0 = orbit/3
Orbit zde znacˇ´ı hodnotu, ktera´ se pro kazˇdy´ d´ılcˇ´ı orbit meˇn´ı. Je v rozsahu prˇedem
urcˇene´m, naprˇ. od 1,0 do 5,0 a postupneˇ se meˇn´ı naprˇ´ıklad po jedne´ desetineˇ. V takove´m
prˇ´ıpadeˇ by se vykreslilo 40 orbit˚u do jednoho obra´zku.
Obra´zek 3.6: 2D dynamicky´ syste´m Kamtorus.
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Pickover
Tento syste´m je pojmenova´n po zna´me´m matematikovi a fyzikovi Cliffordu Pickoverovi. Je
definova´n soustavou trˇ´ı diferencia´ln´ıch rovnic:
xn+1 = sin(a · yn)− zn cos(b · xn)
yn+1 = zn sin(c · xn)− cos(d · yn)
zn+1 = sinxn
pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky:
x0 = y0 = z0 = 0.0
Kde parametry a, b, c, d urcˇuj´ı vy´sledny´ vzhled obrazce s pocˇa´tecˇn´ımi hodnotami x0, y0 a
z0. Tento syste´m je tvorˇeny´ soustavou 3 rovnic. To znamena´, zˇe je idea´ln´ı pro zobrazen´ı v
prostoru (3D). Nasˇteˇst´ı je mozˇne´ syste´m zobrazit i v rovineˇ, a to tak, zˇe vynecha´me posledn´ı
z-sourˇadnici. Ve vy´pocˇtu ale 3. rovnice chybeˇt nesmı´. Protozˇe na vy´sledku posledn´ı rovnice
je za´visly´ dalˇs´ı stav syste´mu.
U Tohoto syste´mu barva pixelu neodpov´ıda´ provedene´ iteraci, jak tomu bylo v prˇedesˇly´ch
prˇ´ıpadech, ale na aktua´ln´ı pozici se pouze zvy´sˇ´ı intenzita (sveˇtlost) toho pixelu. Tzn. zˇe
cˇ´ım cˇasteˇji je vy´sledkem vypocˇtu jeden pixel, t´ım vysˇsˇ´ı intenzitu ma´. Pokud ale tohoto
efektu chceme dosa´hnout, mus´ıme prove´st rˇa´doveˇ stovky tis´ıc azˇ miliony iterac´ı. Cozˇ ma´
samozrˇejmeˇ za na´sledek delˇs´ı dobu vy´pocˇtu. Na´sleduj´ıc´ı obra´zek 3.7 demonstruje tento
syste´m. Bylo u nej pouzˇito 900 000 iterac´ı.
Obra´zek 3.7: 2D dynamicky´ syste´m Pickover.
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3.1.5 Mapy dynamicky´ch syste´mu˚ vykreslovane´ v komplexn´ı rovineˇ
Asi nejzaj´ımaveˇjˇs´ı a nejzna´meˇjˇs´ı obra´zky s tematikou frakta´l˚u byly vytvorˇeny vizualizac´ı
dynamicky´ch syste´mu˚ v komplexn´ı rovineˇ. Azˇ do te´to chv´ıle se u dynamicky´ch syste´mu˚
zobrazovali jejich orbity. U na´sleduj´ıc´ıch prˇ´ıklad˚u se budou zobrazovat jejich mapy. Mapu
prˇedstavuje rastrovy´ obra´zek, ve ktere´m barva kazˇde´ho pixelu (bodu) odpov´ıda´ vybrane´mu
stavu dynamicke´ho syste´mu v bodeˇ, jehozˇ sourˇadnice jsou do pixelu mapova´ny. Kazˇde´mu
pixelu tedy odpov´ıda´ komplexn´ı hodnota s rea´lnou a imagina´rn´ı slozˇkou. Zdaleka nej-
pouzˇ´ıvaneˇjˇs´ım zp˚usobem vizualizace dynamicky´ch syste´mu˚ v komplexn´ı rovineˇ je zvy´razneˇn´ı
pocˇtu iterac´ı, tj. pocˇtu opakova´n´ı funkce dynamicke´ho syste´mu do te´ doby, nezˇ je splneˇna
neˇjaka´ prˇedem zna´ma´ podmı´nka.
Vsˇechny da´le uvedene´ druhy frakta´l˚u jsou zalozˇeny na postupne´ iteraci funkce kom-
plexn´ı paraboly.
Komplexn´ı parabola
Funkce komplexn´ı paraboly je da´na vzorcem:
zn+1 = z2n + c
Kde z i c lezˇ´ı v komplexn´ı rovineˇ. Pokud by c bylo rovno nule, je chova´n´ı syste´mu prˇedv´ıdatelne´:
1. Pro z0 = 1, atraktorem syste´mu bude kruzˇnice.
2. Pro z0 < 1, posloupnost bod˚u by tvorˇila spira´lu smeˇrˇuj´ıc´ı k nule (tedy 0 + 0i), ktera´
by byla i atraktorem syste´mu.
3. pro z0 > 1, posloupnost bod˚u by take´ tvorˇila spira´lu, ktera´ by ovsˇem smeˇrˇovala
opacˇny´m smeˇrem, tedy do nekonecˇna.
Pokud je ale c r˚uzne´ od nuly nen´ı pro veˇtsˇinu bod˚u mozˇne´ zjistit, jestli vy´sledky funkce bu-
dou konvergovat do jednoho bodu, divergovat do nekonecˇna, nebo jestli se budou periodicky
opakovat. Mnozˇina bod˚u, ktere´ nediverguj´ı pak tvorˇi mnozˇinu s frakta´ln´ımi vlastnostmi -
sobeˇpodobnost´ı a neza´vislost´ı na zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka.
Pro zjiˇsteˇn´ı, zda-li posloupnost zn+1 = z2n + c diverguje se pouzˇije tvrzen´ı:
Pokud plat´ı |c| <= |z| a soucˇasneˇ |z| > 2 , pak posloupnost diverguje.
Pomoc´ı troju´heln´ıkove´ nerovnosti pro funkci komplexn´ı paraboly a prˇedesˇle´ho tvrzen´ı se
ukazuje, zˇe hranicˇn´ı oblast´ı, za kterou posloupnost vzˇdy diverguje je kruzˇnice o polomeˇru
2.0 [9].
Uvnitrˇ te´to kruzˇnice nen´ı mozˇne´ analyticky doka´zat, zda posloupnost konverguje, di-
verguje cˇi osciluje. Proto je nutne´ prova´deˇt dalˇs´ı iterace.
Tohoto principu vyuzˇ´ıva´ algoritmus TEA, pomoc´ı ktere´ho se obra´zky vytva´rˇej´ı.
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Algoritmus TEA
Algoritmus TEA (Time Escape Algorithms) [1] prova´d´ı iterace dane´ posloupnosti kom-
plexn´ı paraboly azˇ do prˇekrocˇen´ı hranicˇn´ı oblasti nebo do vycˇerpa´n´ı maxima´ln´ıho pocˇtu
iterac´ı. Algoritmus pracuje tak, zˇe bere pod po bodu a vyuzˇ´ıva´ je jako startovn´ı (pocˇa´tecˇn´ı)
hodnoty posloupnosti. Provede prˇ´ıslusˇnou transformaci (vycˇ´ısl´ı rovnici paraboly) a zjist´ı
jestli se vypocˇ´ıtany´ bod vyskytuje uvnitrˇ kruzˇnice. Pokud je uvnitrˇ, noveˇ vypocˇ´ıtane´ kom-
plexn´ı cˇ´ıslo se pouzˇije pro na´sleduj´ıc´ı iteraci a opeˇt se prova´d´ı kontrola prˇekrocˇen´ı. Vy´pocˇet
se opakuje, dokud nedojde k prˇekrocˇen´ı hranice (hodnota diverguje), nebo nen´ı vycˇerpa´n
maxima´ln´ı pocˇet iterac´ı. Pokud posloupnost nediverguje (z˚ustane v oblasti), startovn´ımu
bodu se prˇiˇrad´ı urcˇita´, prˇedem stanovena´ barva. Pokud dojde k prˇekrocˇen´ı, iteracˇn´ı proces
se zastav´ı a dane´mu startovn´ımu bodu se prˇiˇrad´ı barva odpov´ıdaj´ıc´ı pocˇtu iterac´ı, ktere´
byly potrˇeba pro prˇekrocˇen´ı hranice. Jakou barvou bude prˇ´ıslusˇny´ bod obarven, zalezˇ´ı cˇisteˇ
na programa´torovi.
Jisteˇ se take´ mus´ı pocˇ´ıtat s t´ım, zˇe pokud ma´ algoritmus nastaveny´ urcˇity´ pocˇet maxima´ln´ıch
iterac´ı, vy´pocˇet nen´ı prˇesny´. Po ukoncˇen´ı iterac´ı by se klidneˇ mohlo hned prˇi dalˇs´ı iteraci
rozhodnout o uniku z oblasti. Proto cˇ´ım vysˇsˇ´ı pocˇet iterac´ı bude, t´ım veˇtsˇ´ı detaily se na
obra´zku budou zobrazovat.
Juliovy mnozˇiny
Juliovy mnozˇiny jsou vytva´rˇeny pomoc´ı jednoduche´ho dynamicke´ho syste´mu zalozˇene´ho na
postupne´ iteraci komplexn´ı paraboly 3.1.5 a jejich vykreslen´ı je prova´deˇno TEA algoritmem
3.1.5. Iteracˇn´ı vztah pro komplexn´ı parabolu:
zn+1 = z2n + c
kde zn a c samozrˇejmeˇ lezˇ´ı v komplexn´ı rovineˇ. Iteracˇn´ı TEA algoritmus si jako startovn´ı
body z0 bere sourˇadnice pixel˚u vy´sledne´ho obra´zku namapovane´ho do konkre´tn´ı komplexn´ı
roviny. Komplexn´ı parametr c je zvolen libovolneˇ a pro celou mnozˇinu je sta´le stejny´.
Samozrˇejmeˇ, zˇe parametr mus´ı lezˇet uvnitrˇ kruzˇnice u´niku. Jinak nema´ vy´pocˇet smysl.
Diky parametru c je tvar kazˇde´ Juliovy mnozˇiny jiny´ a je jich nekonecˇneˇ mnoho.
Obra´zek 3.8: pohled na Juliovu mnozˇinu.
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Mandelbrotova Mnozˇina
Tento frakta´l je asi nejzna´meˇjˇs´ı ze vsˇech a je tedy povazˇova´n za jaky´si symbol frakta´ln´ı
geometrie. Jeho autorem je francouzsky´ matematik Benoit Mandelbrot.
Mandelbrotova mnozˇina je velice bl´ızkou prˇ´ıbuznou mnozˇin Juliovy´ch, je stejneˇ jako
ony zalozˇena na postupne´ iteraci komplexn´ı paraboly, pro sve´ vykreslen´ı vyuzˇ´ıva´ algoritmus
TEA a plat´ı pro n´ı stejne´ podmı´nky konvergence. Hlavn´ı rozd´ıl mezi ni Juliovy´mi mnozˇinami
je v tom, zˇe promeˇnne´ z iteracˇn´ıho vzorce vyuzˇ´ıva´ opacˇneˇ. Iteracˇn´ı vztah pro komplexn´ı
parabolu:
zn+1 = z2n + c
Pocˇa´tecˇn´ı hodnota z0 je vzˇdy stejna´ (nulova´) a za parametr c je dosazena sourˇadnice pixelu
(namapovane´ho do komplexn´ı roviny), pro ktery´ TEA algoritmus hleda´ barvu. A naopak
prˇi konkre´tn´ım vy´pocˇtu se meˇn´ı pocˇ´ıtane´ zn a c z˚usta´va´ konstantn´ı.
Protozˇe se prˇi vy´pocˇtu mandelbrotovy mnozˇiny vyuzˇ´ıvaj´ı vsˇechna c (|c| < 2), existuje
pouze jedna.
Obra´zek 3.9: Celkovy´ pohled na Mandelbrotovu mnozˇinu.
3.2 IFS Syste´my
Na´zev IFS syste´mu˚ je odvozen z anglicke´ho oznacˇen´ı Iterated Function System [1]. Cˇesky se
tento termı´n prˇekla´da´ jako Syste´m iterovany´ch funkc´ı. Tvorba obra´zk˚u pomoc´ı IFS syste´mu˚
patrˇ´ı mezi generativn´ı metody vytva´rˇen´ı frakta´l˚u (vy´sledna´ podoba frakta´lu je postupneˇ
generova´na z neˇjake´ho vzoru). Algoritmus pro tvorbu teˇchto frakta´l˚u muzˇe by´t jak deter-
ministicky´ (prˇesny´), tak stochasticky´ (na´hodny´).
Tento druh frakta´l˚u ma´ v pocˇ´ıtacˇove´ grafice velke´ uplatneˇn´ı, kde asi nejvy´znamneˇjˇs´ı
postaven´ı zab´ıra´ frakta´ln´ı komprese dat (podprobne viz [5]). Da´le jsou tyto syste´my pouzˇ´ıva´ny
v graficky´ch na´stroj´ıch a zejme´na ve hra´ch, kde slouzˇ´ı ke generova´n´ı krajin.
Jednou ze za´kladn´ıch vlastnost´ı frakta´l˚u je sobeˇpodobnost. Pokud je frakta´l sobeˇpodobny´,
je mozˇne´ naj´ıt zobrazen´ı, ktere´ transformuje (mapuje) celek na jednotlive´ cˇa´sti. Pokud je
17
toto zobrazen´ı prova´deˇno iterativneˇ, transformace postupneˇ konverguj´ı (prˇiblizˇuj´ı se) k
atraktoru frakta´lu.
IFS frakta´l je tedy popsa´n mnozˇinou transformaci [6]. Mezi nejcˇasteˇji pouzˇ´ıvane´ trans-
formace patrˇ´ı posun, zkosen´ı, rotace a zmeˇna meˇrˇ´ıtka.
Tyto transformace jsou linea´rn´ı. To znamena´, zˇe prˇi aplikaci te´to transformace na u´secˇku
bude vy´sledkem opeˇt u´secˇka. Aby se zarucˇilo, zˇe atraktorem vy´sledne´ho frakta´lu nebude
nekonecˇno, transformace mus´ı by´t kontraktivn´ı. To znamena´, zˇe vzda´lenost mezi dveˇma po
sobeˇ transformovany´ch bod˚u se bude stale zmensˇovat.
3.2.1 Algoritmus na´hodne´ procha´zky (RWA)
Algoritmus na´hodne´ procha´zky (RWA - random walk algorithm [9] ) je asi nejzna´meˇjˇs´ım
algoritmem pro generova´n´ı frakta´ln´ıch objekt˚u pomoc´ı syste´mu˚ iterovany´ch funkc´ı.
Generova´n´ı frakta´lu zacˇ´ına´ zvolen´ım na´hodne´ho bodu, ze ktere´ho se budou prova´deˇt
na´sleduj´ı transformace. Poloha tohoto bodu nema´ zˇa´dny´ vliv na tvar vy´sledne´ho frakta´lu,
protozˇe po urcˇite´m pocˇtu transformac´ı se body stejneˇ zacˇnou prˇiblizˇovat atraktoru syste´mu.
Pote´ je na´hodneˇ vybra´na jedna z transformac´ı, pomoc´ı ktery´ch se obrazec vykresluje a je
aplikova´na na bod (jeho sourˇadnice). Vy´sledkem je bod s odliˇsny´mi sourˇadnicemi, ktery´
je pote´ vykreslen na plochu. Na tento bod je posle´ze iterativneˇ aplikova´na dalˇs´ı vybrana´
transformace. Iterace prob´ıhaj´ı tak dlouho, dokud nen´ı dosazˇeno maxima´ln´ıho pocˇtu iterac´ı.
Protozˇe pocˇa´tecˇn´ı bod mu˚zˇe mı´t jake´koli sourˇadnice, nemus´ı lezˇet v atraktoru syste´mu.
Pokud by byl tedy tento bod zobrazen, vy´sledny´ obrazec by nesplnˇoval frakta´ln´ı vlast-
nosti. Protozˇe se syste´m po neˇkolika iterac´ıch do sve´ho atraktoru dostane, stacˇ´ı kdyzˇ teˇchto
prvn´ıch pa´r bodu prosteˇ nebude vykresleno.
Jak je z algoritmu patrne´, kvalita frakta´lu je prˇ´ımo za´visla´ na pocˇtu vykresleny´ch bod˚u
(pocˇtu iterac´ı). Pokud je pocˇet iterac´ı maly´, vy´sledny´ obra´zek bude tvorˇit male´ mnozˇstv´ı
bod˚u a obra´zek tedy bude sˇpatneˇ viditelny´. Pokud naopak bude pocˇet iterac´ı prˇ´ıliˇs velky´,
vy´pocˇet sourˇadnic bodu bude trvat prˇ´ıliˇs dlouho a neˇktere´ body se mohou i prˇekry´vat.
3.2.2 Transformacˇn´ı matice
V algoritmu na´hodne´ procha´zky nejsou transformace pouzˇ´ıva´ny prˇ´ımo. Jejich koeficienty
jsou ulozˇeny do transformacˇn´ıch matic [6], pomoc´ı ktery´ch se pak body transformuj´ı. Trans-
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V te´to transformaci maj´ı jednotlive´ parametry na´sleduj´ıc´ı vy´znam. U´hel φ urcˇuje otocˇen´ı
osy x, v jej´ımzˇ smeˇru je u´tvar prˇesˇka´lova´n parametrem r1 a soucˇasneˇ ϑ urcˇuje u´hel otocˇen´ı
osy y, v jej´ımzˇ smeˇru je u´tvar prˇesˇka´lova´n parametrem r2. Parametry e a f urcˇuj´ı translaci
u´tvaru podle jednotlivy´ch (neotocˇeny´ch) os. Parametry x1 a x2 jsou sourˇadnicemi transfor-
movane´ho bodu.
Abychom takto definovana´ transformace mohla by´t prˇevedena na transformacˇn´ı matici,
je potrˇeba ji trochu zjednodusˇit.
























Takto upravenou transformaci uzˇ mu˚zˇeme prˇeve´st.
Transformacˇn´ı matice, ktera´ nic netransformuje je jednotkova´ [6] a ma´ tvar
T =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 (3.4)
Do te´to matice se dosad´ı na spra´vna´ mı´sta koeficienty transformace:
T =
 a b ec d f
0 0 1
 (3.5)
A pomoc´ı te´to matice se pak transformuj´ı jednotlive´ body frakta´lu.
3.2.3 Pravdeˇpodobnost vy´beˇru transformace
V algoritmu na´hodne´ procha´zky nejsou transformace vyb´ıra´ny u´plneˇ na´hodneˇ, jak to bylo
popsa´no v cˇa´sti veˇnuj´ıc´ı se tomuto algoritmu, ale jednotlive´ transformace jsou vyb´ıra´ny s
urcˇitou pravdeˇpodobnost´ı. Kazˇda´ transformace ma´ urcˇitou pevneˇ danou pravdeˇpodobnost
pouzˇit´ı a vsˇechny pravdeˇpodobnosti da´vaj´ı dohromady 1. Transformace se tedy sice vyb´ıraj´ı
na´hodneˇ, ale neˇktere´ transformace maj´ı veˇtsˇ´ı pravdeˇpodobnost zˇe budou vybra´ny.
3.2.4 Prˇ´ıklady IFS syste´mu˚
Nyn´ı budou uvedeny neˇktere´ zna´me´ a zaj´ımave´ frakta´ly tvorˇene´ IFS syste´my. U kazˇde´ho bu-
dou vzˇdy uvedeny koeficienty transformac´ı potrˇebne´ pro jej´ıch generova´n´ı a pravdeˇpodobnosti
pouzˇit´ı teˇchto transformac´ı.
Sierpinske´ho troju´heln´ık
Tento frakta´l je asi nejzna´meˇjˇs´ı ze vsˇech je uveden snad v kazˇde´ publikaci, ktera´ se zaby´va´
problematikou frakta´l˚u.
Sierpinske´ho troju´heln´ık
a b c d e f p
0.5 0 0 0.5 0 0 0.33
0.5 0 0 0.5 0 1 0.33
0.5 0 0 0.5 1 1 0.33
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Obra´zek 3.10: Sierpinske´ho troju´heln´ık.
Kapradina Michaela Barnsleye
Tento frakta´ln´ı obrazec je take´ velice zna´my´ a je na´dhernou uka´zkou toho, jak se daj´ı
prˇ´ırodn´ı u´tvary vykreslit naprosto jednodusˇe.
Kapradina Michaela Barnsleye
a b c d e f p
0 0 0 0.16 0 0 0.01
0.2 -0.26 0.23 0.22 0 1.6 0.07
-0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.08
0.85 0.04 -0.04 0.85 0 1.6 1.0
Obra´zek 3.11: Kapradina Michaela Barnsleye.
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Spira´la
Na te´to spira´le je velice dobrˇe patrna´ jej´ı sobeˇpodobnost.
Spira´la
a b c d e f p
0.83 -0.48 0.48 0.83 0 0 0.9
0.17 -0.1 0.1 0.17 0.2 1.0 1.0
Obra´zek 3.12: Spira´la.
Krystal
Jako posledni je zde uveden frakta´ln´ı obrazec prˇipomı´naj´ıc´ı krystalickou strukturu nerost˚u.
Krystal
a b c d e f p
0.7 -0.49 -0.39 -0.66 2.15 10.31 0.75




L-syste´my (Lindenmayerovy syste´my [8]) jsou naprosto odliˇsnou skupinou nezˇ prˇedchoz´ı dy-
namicke´ nebo IFS syste´my. Jsou definova´ny pomoc´ı regula´rn´ıch nebo bezkontextovy´ch gra-
matik. Tvorba obrazc˚u spocˇ´ıva´ v prˇepisova´n´ı rˇeteˇzc˚u podle urcˇity´ch pravidel (gramatika).
Kazˇdy´ symbol v rˇeteˇzci ma´ neˇjaky´ geometricky´ vy´znam. Naprˇ´ıklad nakreslen´ı objektu, po-
sun nebo rotaci. Pomoc´ı L-syste´mu˚ se velice snadno generuj´ı objekty, ktere´ se podobaj´ı
rostlina´m, stromu˚m, rˇeka´m a dalˇs´ım prˇ´ırodn´ım u´tvar˚um. Pokud prˇepisova´n´ı symbol˚u v
rˇeteˇzci nen´ı prˇesneˇ dane´, ale je v neˇm zakomponova´na i na´hoda, vy´sledne´ obrazce vypadaj´ı
velice realisticky.
3.3.1 Gramatiky
Abychom mohli L-syste´my pochopit, je nutne´ veˇdeˇt alesponˇ za´klady uzˇ´ıva´n´ı gramatik.





• N je konecˇna´ abeceda nontermina´ln´ıch symbol˚u
• ∑ je konecˇna´ abeceda termina´ln´ıch symbol˚u
• P je konecˇna´ mnozˇina prˇepisovac´ıch pravidel ve tvaru A→ B; ;A ∈ N ;B ∈ (N ∪∑)∗
• S je axiom: nepra´zdna´ posloupnost symbol˚u ve tvaru S ∈ (N ∪∑)+
Prˇepisovac´ı pravidla mohou vypadat naprˇ´ıklad takto S → aBC, B → XY , C → a, aj.
Nontermina´ln´ı symboly jsou oznacˇova´ny velky´mi p´ısmeny a jsou urcˇeny pro rozlozˇen´ı
pomoc´ı neˇjake´ho pravidla na posloupnost termina´ln´ıch nebo nontermina´ln´ıch symbol˚u.
Termina´ln´ı symboly jsou pro prˇehlednost oznacˇova´ny maly´mi p´ısmeny a tyto symboly se
uzˇ da´le nerozepisuj´ı (termina´ln´ı symbol nesmı´ by´t na leve´ straneˇ pravidla). Podle tvaru
prˇepisovac´ıch pravidel se gramatiky rozdeˇluj´ı na regula´rn´ı, bezkontextove´, kontextove´ a
obecne´. L-syste´my jsou veˇtsˇinou popsa´ny pomoc´ı regula´rn´ıch gramatik, ktere´ jsou ale mı´rneˇ
pozmeˇneˇne´.
L-syste´my nepotrˇebuj´ı termina´ln´ı symboly, protozˇe pocˇet derivac´ı (pouzˇit´ı pravidla) je
libovolny´ (dany´ programem) a po probeˇhnut´ı zadane´ho pocˇtu derivac´ı se vsˇechny nonter-
mina´ln´ı symboly stanou termina´ln´ımi.
Tyto syste´my jsou deterministicke´. Aby to bylo splneˇno, nesmeˇj´ı existovat dveˇ pravidla
se stejnou levou stranou. Nebylo by pak mozˇne´ urcˇit ktere´ se ma´ vybrat.
Prˇ´ıklad pouzˇit´ı gramatiky
L-syste´m G je definova´n takto:









Pro prvn´ı dveˇ derivace (pouzˇit´ı pravidel) pak vypadaj´ı takto:
A→ F −−F −−F → F + F −−F + F −−F + F −−F + F −−F + F −−F + F
3.3.2 Zˇelv´ı grafika
Zˇelv´ı grafika tvorˇ´ı za´kladn´ı na´stroj pro tvorbu L-syste´mu˚ (obrazc˚u) z pouzˇite´ gramatiky.
Za´kladem je takzvana´ zˇelva, ktera´ je definova´na svy´m stavem a mnozˇinou akc´ı, ktere´ mu˚zˇe
prova´deˇt. Stav zˇelvy se skla´da´ ze dvou cˇa´st´ı, z polohy zˇelvy a z jej´ı orientace. Zˇelva sekvencˇneˇ
cˇte rˇeteˇzec vytvorˇeny´ gramatikou a pomoc´ı tabulky akc´ı interpretuje jednotlive´ symboly.
Kazˇdy´ symbol tedy zna´zornˇuje urcˇitou akci, kterou zˇelva vykona´ kdyzˇ ho nacˇte.
Nejcˇasteˇjˇs´ım zp˚usobem tvorby frakta´ln´ıch obrazc˚u pomoc´ı zˇelv´ı grafiky je znacˇen´ı cesty,
kudy zˇelva procha´z´ı, kdyzˇ cˇte posloupnost rˇ´ıd´ıc´ıch symbol˚u. Nejjednodusˇsˇ´ı forma L-syste´mu
interpretovane´ho zˇelvou v plosˇe mu˚zˇe pouzˇ´ıvat na´sleduj´ıc´ı symboly:
• F – posun zˇelvy doprˇedu s kreslen´ım u´secˇky
• G – posun zˇelvy doprˇedu bez kreslen´ı u´secˇky
• B – posun zˇelvy dozadu s kreslen´ım u´secˇky
• + – natocˇen´ı zˇelvy doleva o prˇedem zna´my´ pocˇet stupnˇ˚u
• − – natocˇen´ı zˇelvy doprava o prˇedem zna´my´ pocˇet stupnˇ˚u
3.3.3 Frakta´ln´ı u´tvary vznikle´ pomoc´ı L-syste´mu˚
Cantorova mnozˇina (Cantor˚uv prach)
Tato mnozˇina je pojmenova´na po neˇmecke´m matematikovi ruske´ho p˚uvodu Georg Can-
torovi a byla publikova´na uzˇ v roce 1883. Konstrukce Kantorovi mnozˇiny je velice jednoducha´.
Mnozˇinu tvorˇ´ı u´secˇka lezˇ´ıc´ı v intervalu< 0, 1 > . U´secˇka se rozdeˇl´ı na trˇetiny a prostrˇedn´ı
trˇetina se vyjme. Zbudou tedy dveˇ u´secˇky trˇetinove´ de´lky te´ p˚uvodn´ı.
V dalˇs´ım kroku (iteraci) se cely´ postup opakuje. Po proveden´ı nekonecˇneˇ mnoha iterac´ı,
vznikne mnozˇina bodu (u´secˇek s nulovou de´lkou), ktere´ nejsou propojeny, protozˇe mezi
kazˇdou dvojic´ı bod˚u se nacha´z´ı mezera (s nulovou de´lkou).
Pomoc´ı gramatiky je mozˇne´ Kantorovu mnozˇinu popsat na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:








Po cˇtyrˇech derivac´ıch bude posloupnost vypadat takto:
S → F → FGF → FGFGGGFGF → FGFGGGFGFGGGGGGGGGFGFGGGFGF
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Obra´zek 3.14: Prvn´ıch 6 iterac´ı Cantorovy mnozˇiny.
Kochova krˇivka
Tento frakta´ln´ı obrazec je d´ılem sˇve´dske´ho matematika Helge von Kocha, ktery´ jej prˇedstavil
v roce 1904. Cely´ obrazec vznika´ na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem.
1. Tzv. inicia´torem je zde opeˇt u´secˇka. Na jej´ı de´lce neza´lezˇ´ı.
2. U´secˇka se rozdeˇl´ı, stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ kontorovi mnozˇiny na trˇetiny a prostrˇedn´ı se
vyjme. Tato mezera se ale nahrad´ı troju´heln´ıkem. To znamena´, zˇe se na jej´ım mı´steˇ
sestroj´ı dveˇ stejneˇ dlouhe´ ramena rovnostranne´ho troju´heln´ıku. Vznikne tedy lomena´
cˇa´ra ktera´ ma´ (v prˇ´ıpadeˇ, zˇe u´hel ktery´ ramena sv´ıraj´ı je 60 stupnˇ˚u) 4/3 p˚uvodn´ı
de´lky.
3. V dalˇs´ım kroku se pravidlo aplikuje na kazˇdou noveˇ vzniklou u´secˇku.
Po nekonecˇneˇ mnoha iterac´ıch vznikne obrazec ktery´ je nekonecˇneˇ cˇlenity´. Jak je videˇt z
obra´zku 3.15, krˇivka je velice cˇlenita´ uzˇ po pa´r iterac´ıch a je zde na 1. pohled videˇt za´kladn´ı
vlastnost frakta´l˚u, sobeˇpodobnost. Protozˇe je krˇivka nekonecˇneˇ cˇlenita´ je i nekonecˇneˇ dlouha´.
Prˇitom ale zab´ıra´ konecˇnou plochu.
Gramatika pouzˇita´ pro vykreslen´ı Kochovy krˇivky je na´sleduj´ıc´ı:








Obra´zek 3.15: Prvn´ı 4 iterace Kochovy krˇivky.
Sneˇhova´ vlocˇka
Autorem tohoto frakta´lu je take´ vy´sˇe zmı´neˇny´ Helge von Koch a je tvorba je naprosto stejna´
jako tvorba Kochovy krˇivky. Jediny´ rozd´ıl je v iniciatoru. Nen´ı j´ım u´secˇka, ale rovnostranny´
troju´heln´ık. Gramatika tedy vypada´ takto:




F → F + F −−F + F }
S = F −−F −−F
α = 60◦
Obra´zek 3.16: Prvn´ı 4 iterace sneˇhove´ vlocˇky.
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Hilbertova krˇivka
Tento frakta´ln´ı u´tvar je velice vy´znamny´, protozˇe se jedna´ o jeden z nejjednodusˇsˇ´ıch u´tvar˚u,
ktery´ je sice tvorˇen jen soustavou na sebe navazuj´ıch u´secˇek (topologicka´ dimenze je tedy
rovna jedne´), ale prˇitom zab´ıra´ celou plochu (hausdorffova dimenze je rovna dveˇma). Jej´ı
gramatika ma´ na´sleduj´ıc´ı tvar:
G = [V, P, S]
V = {X,Y, F,+,−}
P =
{
X → Y F +XFX + FY−




Obra´zek 3.17: Pa´ta´ iterace Hibertovy krˇivky.
Sierpinske´ho troju´heln´ık
Tento u´tvar byl uveden jizˇ v prˇ´ıkladech IFS (3.2.4), ale pomoc´ı L-syste´mu˚ ho lze sestavit
take´. Gramatika pro jeho sestrojen´ı je na´sleduj´ıc´ı:





X → ++ FXF −−FXF −−FXF ++
}
S = FXF ++FF ++FF
α = 60◦
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Obra´zek 3.18: Pa´ta´ iterace Sierpinske´ho troju´heln´ıku.
3.3.4 Za´vorkove´ L-syste´my
Prˇedchoz´ıch kapitola´ch byli uka´za´ny obrazce, ktere´ meˇli jednu spolecˇnou vlastnost, netvorˇili
rozveˇtvene´ struktury. Veˇtsˇinou se jednalo jen o spojitou krˇivku (kochova, hibertova). Vlast-
nost tvorby veˇtv´ıc´ıch se struktur nemohla by´t splneˇna, protozˇe zˇelva si neumeˇla zapamato-
vat sv˚uj stav, tj. pozici v rovineˇ a jej´ı orientaci. Proble´m se vyrˇesˇ´ı velice jednodusˇe zaveden´ı
za´sobn´ıku, do ktere´ho je prˇi interpretaci prˇepisovane´ho rˇeteˇzce ukla´da´n stav cˇi v´ıce stav˚u
zˇelvy. Stavy zˇelvy pak mohou by´t kdykoli vybra´ny. Zˇelva se pak vra´t´ı na zapamatovane´
mı´sto a provede danou operaci.
Aby se ale za´sobn´ık dal pouzˇ´ıvat, mus´ı se rozsˇ´ıˇrit i gramatika. Gramatika se rozsˇ´ıˇr´ı o
dva symboly:
1. [ – zˇelva si sv˚uj aktua´ln´ı stav ulozˇ´ı na za´sobn´ık.
2. ] – zˇelva vybere ze za´sobn´ıku posledn´ı ulozˇeny´ stav a prˇesune se na aktua´ln´ı pozici a
provede natocˇen´ı.
Cely´ princip demonstruje na´sleduj´ıc´ı obra´zek 3.19:
Obra´zek 3.19: Demostrace pouzˇit´ı za´sobn´ıku pro zˇelv´ı grafiku.
Pomoc´ı takto rozsˇ´ıˇreny´ch L-syste´mu˚ se velice snadno tvorˇ´ı r˚uzne´ u´tvary prˇipomı´naj´ıc´ı
rostliny, kerˇe a stromy. Neˇktere´ z nich budou uka´za´ny v na´sleduj´ıc´ıch prˇ´ıkladech
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Bina´rn´ı strom
Uka´zkovy´m prˇ´ıkladem tohoto druhu frakta´l˚u je bina´rn´ı strom (po v´ıce jak 10 iterac´ıch se
ale sp´ıˇse podoba´ kveˇtu pampeliˇsky). Na jeho jednoduchosti je kra´sneˇ videˇt funkce za´vorek
a za´sobn´ıku, ktery´ tyto syste´my pouzˇ´ıvaj´ı. Jeho gramatika ma´ na´sleduj´ıc´ı tvar:
G = [V, P, S]
V = {F,X,+,−, [, ]}
P =
{
X → [−FX] + FX }
S = +++FX
α = 30◦
Obra´zek 3.20: Sˇesta´ iterace bina´rn´ıho stromu.
Simulace kerˇ˚u, rostlin a stromu˚
Na´sleduj´ıc´ı prˇ´ıklady uzˇ nemaj´ı neˇjaky´ konkre´tn´ı vy´znam a jsou zde uvedeny jako uka´zky
toho, co se da´ pomoc´ı L-syste´mu˚ vytvorˇit.
Obra´zek 3.21: Prˇ´ıklady model˚u kerˇ˚u.
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3.4 Stochasticke´ syste´my
Velkou cˇa´st frakta´ln´ıho sveˇta zab´ıraj´ı takzvane´ stochasticke´ (na´hodne´) frakta´ly [9].
Zat´ımco vsˇechny prˇedchoz´ı typy frakta´ln´ıch u´tvar˚u byly v urcˇite´m smyslu meˇrˇ´ıtkoveˇ sy-
metricke´, tj. sobeˇpodobne´ (viz odd´ıl 2.6), prˇi generova´n´ı nepravidelny´ch frakta´l˚u je vyuzˇita
na´hoda. Tyto u´tvary jsou tedy pouze sobeˇprˇ´ıbuzne´ (viz odd´ıl 2.7). Tato vlastnost da´va´ to-
muto typu frakta´l˚u nejlepsˇ´ı mozˇnosti pro popis prˇ´ırodn´ıch u´tvar˚u, prˇicˇemzˇ mı´ra, se kterou
se na´hodnost bude pod´ılet na procesu generova´n´ı frakta´l˚u, bude vzˇdy urcˇovat tvar frakta´lu
a soucˇasneˇ i jeho Hausdorffovu dimenzi (viz odd´ıl 2.4).
Na´hodne´ frakta´ly je mozˇne´ vytva´rˇet neˇkolika zp˚usoby. naprˇ´ıklad simulac´ı brownova
pohybu nebo metodou prˇesouva´n´ı strˇedn´ıho bodu.
3.4.1 Simulace brownova pohybu
Simulace Brownova pohybu vytva´rˇ´ı frakta´ln´ı objekt, jehozˇ Hausdorffova dimenze je u´meˇrna´
absolutn´ı velikosti zmeˇny prˇi jednom kroku iterace. Tato metoda se pouzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad prˇi
generova´n´ı tok˚u rˇek.
Difu´z´ı omezena´ agregace
Jednou z prˇ´ımy´ch aplikac´ı Brownova pohybu je difu´z´ı omezena´ agregace (diffusion lim-
ited aggregation [6]), oznacˇovana´ jako DLA. DLA je fyzika´ln´ım jevem, prˇi ktere´m rostou
naprˇ´ıklad obrazce na zamrzly´ch sklech. V pocˇ´ıtacˇove´ grafice se DLA pouzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad pro
modelova´n´ı struktur a r˚ustu kora´l˚u.
Prˇedpokla´dejme, zˇe ma´me roztok, ve ktere´m volneˇ plavou molekuly neˇjake´ la´tky, a v
roztoku je za´rovenˇ kondenzacˇn´ı ja´dro (oblast, ze ktere´ se zacˇne obrazec tvorˇit). Jakmile
se neˇktera´ z okoln´ıch molekul dostatecˇneˇ prˇibl´ızˇ´ı ja´dru, je j´ım zachycena a stane se jeho
soucˇa´st´ı. T´ımto zp˚usobem difu´ze molekul postupneˇ prˇida´va´ nova´ ja´dra a agreguje tak novy´
tvar.
Obra´zek 3.22: Model obrazce na zamrzle´m skle vytvorˇeny´ algoritmem DLA.
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Simulace DLA
Princip uvedeny´ v prˇedchoz´ım odd´ıle se da´ velice snadno simulovat.
Nejprve se vytvorˇ´ı cˇa´stice ze ktery´ch bude frakta´l vyr˚ustat - semı´nka. Na jejich pocˇtu
a rozmı´steˇn´ı je prˇ´ımo za´visly´ vy´sledny´ tvar obrazce. Pote´ se zacˇnou generovat na´hodne´
sourˇadnice cˇa´stic a tyto cˇa´stice se pak pohybuj´ı po trajektorii urcˇene´ Brownovy´m pohybem.
Jakmile se cˇa´stice prˇi sve´m pohybu dostatecˇneˇ prˇibl´ızˇ´ı k ja´dru, je k neˇmu prˇipojena. Pokud
cˇa´stice prˇi sve´m pohybu opust´ı plochu pro vykreslen´ı, zanikne. Generova´n´ı koncˇ´ı, pokud je
dosazˇen maxima´ln´ı pocˇet cˇa´stic, ktere´ tvorˇ´ı frakta´l, nebo se neˇktera´ z prˇipojeny´ch cˇa´stic
dostane na okraj obra´zku. Vy´sledek simulace je videˇt na obra´zku 3.22
Simulace pohybu kazˇde´ cˇa´stice pomoc´ı Brownova pohybu je ale velice na´rocˇna´ na
vy´pocˇetn´ı vy´kon a je tedy velice pomala´. Existuje proto mnoho rozsˇ´ıˇren´ı algoritmu DLA,
ktere´ tento algoritmus urychluj´ı.
Jednou z nich je omezen´ı prostoru, ve ktere´m se cˇa´stice tvorˇ´ı. Pokud jsou cˇa´stice gen-
erova´ny naprosto na´hodneˇ, pravdeˇpodobnost, zˇe se bod dotkne vytva´rˇene´ho frakta´lu, je
velice n´ızka´.
Pokud chceme simulovat r˚ust kora´l˚u, ktere´ rostou vzh˚uru, stacˇ´ı kdyzˇ budou cˇa´stice
generova´ny v kva´dru, ktery´ ma´ sˇ´ıˇrku cele´ho obra´zku a vy´sˇku velmi malou. Tento kva´dr je
pak postupneˇ posouva´n s r˚ustem frakta´lu (viz obra´zek 3.23).
Obra´zek 3.23: Obde´ln´ıkova´ oblast, ve ktere´ se generuj´ı cˇa´stice algoritmem DLA.
3.4.2 Metoda na´hodne´ho prˇesouva´n´ı strˇedn´ıho bodu
Pravdeˇpodobneˇ nejzna´meˇjˇs´ı a nejpouzˇ´ıvaneˇjˇs´ı metodou urcˇenou pro generova´n´ı stocha-
sticky´ch frakta´l˚u je metoda nazvana´ Na´hodne´ prˇesouva´n´ı strˇedn´ıho bodu (random midpoint
displacement) [6]. Tato metoda se pouzˇ´ıva´ pro tvorbu prˇ´ırodn´ı krajiny, povrch˚u vesmı´rny´ch
teˇles apod. Cˇasto se take´ pouzˇ´ıva´ v pocˇ´ıtacˇovy´ch hra´ch a filmech.
Rekurzivn´ı deˇlen´ı u´secˇky
Nejle´pe se princip MDM metody vysveˇtluje na obycˇejne´ u´secˇce.
Vytva´rˇen´ı obrazce zacˇ´ına´ na jednoduche´ u´secˇce urcˇite´ de´lky. U te´to u´secˇky se najde bod
lezˇ´ıc´ı uprostrˇed a posune se ve vertika´ln´ım smeˇru o urcˇitou hodnotu.Vznikne tak lomena´
cˇa´ra, slozˇena´ ze dvou u´secˇek. Pro kazˇdou noveˇ vzniklou u´secˇku se rekurzivneˇ aplikuje stejny´
postup, dokud nen´ı dosazˇeno urcˇite´ho pocˇtu iterac´ı (viz obra´zek 3.24).
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Obra´zek 3.24: Pr˚ubeˇh postupne´ho deˇlen´ı u´secˇky.
Rekurzivn´ı deˇlen´ı cˇtverce
Vy´sˇe uvedene´ deˇlen´ı u´secˇky je mozˇne´ aplikovat i na cˇtverec.
Vsˇe zacˇ´ına´ u obycˇejne´ho cˇtverce. Na neˇm se naleznou pozice strˇed˚u vsˇech cˇtyrˇ stran,
podle ktery´ch se najde i strˇed cˇtverce. Ten se pak posune v ose Z o urcˇitou hodnotu, stejneˇ
jako v prˇ´ıpadeˇ u´secˇky. Vzniknou tak dalˇs´ı cˇtyrˇi cˇtverce na ktere´ se rekurzivneˇ aplikuje
stejny´ postup.
Toto rekurzivn´ı deˇlen´ı cˇtverce je mozˇne´ vyuzˇ´ıt jak pro vytva´rˇen´ı model˚u krajin, tak pro
tvorbu obra´zk˚u nazy´vany´ch - plazma. Cˇtverec je zde nahrazen rastrovy´m obra´zkem, ktery´
obsahuje barvy v odst´ınech sˇedi. Sourˇadnice pixel˚u prˇedstavuj´ı pozice bodu ve cˇtverci (osy
x a y) a barva pixelu zna´zornˇuje z-ovou sourˇadnici kazˇde´ho bodu. Obra´zek je deˇlen sta´le
na cˇtvrtiny, na ktere´ se aplikuje posunut´ı strˇedu, dokud se nedosa´hne u´rovneˇ pixel˚u. Zde se
rekurzivn´ı vnorˇova´n´ı zastav´ı a obra´zek se prˇi zpeˇtne´m vracen´ı rekurz´ı obarv´ı (viz obra´zek
3.25).




U´kolem te´to pra´ce nebylo pouze za´kladn´ı prˇibl´ızˇen´ı do problematiky frakta´l˚u, ale take´, jak
uzˇ z na´zvu te´to pra´ce vyply´va´, vytvorˇen´ı graficke´ aplikace s jednoduchy´ch uzˇivatelsky´m
rozhran´ım, ktera´ na´zorneˇ demonstruje vsˇechny podrobneˇ vysveˇtlene´ typy frakta´l˚u.
4.1 Syste´m FracViz
Na´zev syste´mu FracViz je odvozen od jeho u´cˇelu. Tedy vizua´ln´ı vy´ukovy´ syste´m frakta´l˚u.
Syste´m slouzˇ´ı jako vy´ukovy´ na´stroj. Jeho u´cˇelem je tedy prˇibl´ızˇit problematiku frakta´l˚u
sˇiroke´ verˇejnosti a je koncipova´n takovy´m zp˚usobem, aby celkem komplexn´ı problematiku
frakta´l˚u uzˇivatele´ pochopili i bez veˇtsˇ´ıch technicky´ch znalost´ı, ktere´ s touto problematikou
jisteˇ souvis´ı. Cely´ system je zalozˇen na interaktiviteˇ s uzˇivatelem. Ten ma´ tedy mozˇnost
meˇnit nejr˚uzneˇjˇs´ı nastaven´ı a syste´m okamzˇiteˇ reaguje na zmeˇnu.
4.1.1 Popis aplikace
Po zpusˇteˇn´ı aplikace je videˇt rozdeˇlen´ı aplikace na dveˇ za´kladn´ı cˇa´sti.
Teoreticka´ cˇa´st – Tato cˇa´st kapitolu po kapitole postupneˇ vysveˇtluje problematiku frakta´l˚u
od teˇch nejza´kladneˇjˇs´ıch veˇc´ı, jaky´mi jsou naprˇ´ıklad sobeˇpodobnost nebo dimenze
frakta´l˚u, prˇes o neˇco slozˇiteˇjˇs´ı dynamicke´ syste´my, azˇ po stochasticke´ frakta´ly, ktery´mi
je tutoria´l zakoncˇen.
Prakticka´ cˇa´st – Tato je rozdeˇlena stejneˇ jako cˇa´st prvn´ı na kapitoly a uzˇivatel si v
n´ı mu˚zˇe oveˇrˇovat znalosti, ktere´ mu byly vysveˇtleny. Kazˇda´ velka´ kapitola popisuje
jeden druh frakta´l˚u, pokud je kapitola sˇirsˇ´ı, mu˚zˇe by´t rozdeˇlena i na v´ıce podkapitol
a konkre´tn´ı prˇ´ıklady frakta´l˚u jsou na nejnizˇsˇ´ı u´rovni.
Obeˇ cˇa´sti jsou v aplikaci umı´steˇne´ v samostatne´ liˇsteˇ a prˇep´ınat mezi nimi se da´ pomoc´ı
kliknut´ı na na´zev liˇsty. Kazˇda´ liˇsta je da´le rozdeˇlena na dveˇ cˇa´sti. Nalevo je umı´steˇn strom
s adresa´rˇovou strukturou, pomoc´ı ktere´ho se prˇep´ınaj´ı jednotlive´ kapitoly a v prave´ cˇa´sti
je vy´ukovy´ obsah aplikace. V teoreticke´ cˇa´sti je to stra´nka na ktere´ se zobrazuj´ı texty s
vysveˇtlen´ım dane´ problematiky a v prakticke´ cˇa´sti je to panel, ktery´ vykresluje jednotlive´
frakta´ly.
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4.1.2 Pra´ce s frakta´ly v prakticke´ cˇa´sti
Jak jizˇ bylo rˇecˇeno, tato cˇa´st se rozdeˇluje na dveˇ hlavn´ı cˇa´sti - strom s kapitolami a panel
pro vykreslen´ı. Pokud by ovsˇem aplikace pouze vykreslovala dane´ frakta´ly a neumozˇnˇovala
jejich vlastnosti meˇnit, uzˇivatel by jen teˇzˇko cha´pal podstatu vykreslova´n´ı frakta´l˚u. Cˇa´st pro
vykreslova´n´ı frakta´l˚u je tedy rozdeˇlena take´ na dveˇ poloviny, kde horn´ı polovina obsahuje
samotny´ obra´zek frakta´lu a doln´ı polovina je plna´ vsˇemozˇne´ho nastaven´ı, pomoc´ı ktere´ho
mu˚zˇe uzˇivatel meˇnit podobu frakta´lu. Podrobny´ popis panel˚u je uveden v uzˇivatelske´
prˇirucˇce na konci pra´ce (viz dodatek refprirucka).
Obra´zek 4.1: Screenshot aplikace s vyznacˇeny´mi oblastmi.
4.2 Zp˚usob implementace
Syste´m byl implementova´n v programovac´ım jazyce Java ( konkre´tneˇ ve verzi JAVA 2
SDK, Standart Edition 1.5.0 update 10). Du˚vod˚u procˇ byl tento jazyk vybra´n je v´ıce.
Nejvy´znamneˇjˇs´ı je mozˇnost zobrazit aplikace jako tzv. applet (viz [4]), ktery´ mu˚zˇe by´t
umı´steˇn prˇ´ımo na webovou stra´nku. Uzˇivatel si tak nemus´ı v˚ubec nic instalovat a stacˇ´ı,
kdyzˇ do prohl´ızˇecˇe zada´ adresu (samozrˇejmeˇ mus´ı mı´t nainstalovanou podporu Javy ve
webove´m prohl´ızˇecˇi, ale to je v dnesˇn´ı dobeˇ jizˇ samozrˇejmost´ı). Dalˇs´ı velkou vy´hodou je
neza´vislost na platformeˇ (na operacˇn´ım syste´mu). Program tedy pracuje sta´le stejneˇ a je
jedno jestli je spusˇteˇny´ naprˇ´ıklad ve Windows nebo Linuxu. Jazyk Java je take´ objektoveˇ
orientovany´ (viz [3]), cozˇ umozˇnˇuje rozdeˇlit jednotlive´ cˇa´sti aplikace na podcˇa´sti a zaby´vat
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se pouze jimi. To take´ velice usnadnˇuje pra´ci s graficky´mi komponentami, ktery´ch je v tomto
syste´mu mnoho. Tyto komponenty byly implementova´ny pomoc´ı graficky´ch knihoven AWT
a JFC Swing [4], ktere´ jsou soucˇa´sti platformy Java2SE. Cela´ aplikace byla vytvorˇena v
prostrˇed´ı IDE NetBeans. Hlavn´ım d˚uvodem pro vy´beˇr tohoto prostrˇed´ı byla snazˇsˇ´ı pra´ce s
graficky´mi komponentami, kterou naprˇ´ıklad prostrˇed´ı Eclipse v˚ubec nenab´ız´ı. Vzhledem k
pocˇtu teˇchto graficky´ch kompenent (panel˚u, tlacˇ´ıtek, textovy´ch pol´ı aj.) bylo nemyslitelne´,
vytva´rˇet tyto komponenty rucˇneˇ. IDE NetBeans mi v tomto ohledu velmi pomohlo, ale
obcˇas pra´ci i docela st´ızˇilo. Podpora vytva´rˇen´ı GUI v IDE NetBeans jesˇteˇ nen´ı na takove´
u´rovni, jako naprˇ´ıklad ve Visual Studiu.
Pro vytva´rˇen´ı slozˇity´ch struktur bylo take´ zapotrˇeb´ı pouzˇ´ıt jiste´ technologie, ktere´ s
GUI nemaj´ı nic spolecˇne´ho. Naprˇ´ıklad celkem ve´lky´m orˇ´ıˇskem bylo upravit algoritmy pro
vytva´rˇen´ı Mandelbrotovi a Juliovy´ch mnozˇin pomoc´ı komplexn´ıch cˇ´ısel. Java totizˇ nema´
implementovanou podporu komplexn´ıch cˇ´ısel. Meˇl jsem dveˇ mozˇnosti jak toto prove´st. Bud’
tuto podporu implementovat, cozˇ by pozdeˇji asi usnadnilo pra´ci, ale protozˇe tyto algoritmy
jsou velice na´rocˇne´ na vy´pocˇetn´ı vy´kon, bylo by toto rˇesˇen´ı prˇ´ıliˇs pomale´. Rozhdl jsem se
proto pro prˇevod komplexn´ıch cˇ´ısel na rea´lna´. Algoritmy pak sice nejsou tolik na´zorne´, ale
jsou mnohem rychlejˇs´ı.
Dalˇs´ı technologie, kterou bylo nutne´ pouzˇ´ıt, jsou zasobn´ıkove´ automaty pro vytva´rˇen´ı
L-syste´mu˚. Nasˇteˇst´ı Java tyto technologie podporuje, takzˇe s t´ımto nebyl zˇa´dny´ proble´m.
Asi nejzaj´ımaveˇjˇs´ı je vyuzˇit´ı barevny´ch palet pro vykreslen´ı Mandelbrotovi mnozˇiny.
Aby si uzˇivatel mohl podle libosti meˇnit obarven´ı te´to mnozˇiny, implementoval jsem syste´m
ktery´ z XML-souboru nacˇte do HaspMapy (viz [2]) vsˇechny barevne´ mapy, kde v kazˇde´ mapeˇ
je 255 rˇa´dk˚u a kazˇdy´ rˇa´dek prˇedstavuje jednu barvu. Jakmile uzˇivatel zmeˇn´ı barevnou paletu
kliknut´ım v panelu Paleta (viz dotatek A) je z te´to HaspMapy nahra´na konkre´tn´ı paleta
do trˇ´ıdy ColorMap, se kterou uzˇ trˇ´ıda generuj´ıc´ı mandelbrotovu mnozˇinu umı´ pracovat.
Ostatn´ı typy frakta´l˚u uzˇ vyuzˇ´ıvaj´ı jen obycˇejne´ v kla´da´n´ı pixel˚u do obra´zku,kde barva
pixelu je bud’ prˇednastavena´, nebo je vypocˇ´ıtana´ na za´kladeˇ pocˇtu dane´ iterace.





Na za´veˇr bych chteˇl shrnout obsah a vy´znam cele´ pra´ce. Vy´znam a rozsa´hlost problematiky
kolem frakta´l˚u je tak sˇiroky´, zˇe nen´ı v sila´ch jednoho cˇloveˇka, vysveˇtlit do podrobna tuto
problematiku na tak male´m prostoru. Smyslem te´to pra´ce tedy nebylo vycˇerpa´vaj´ıc´ım
zp˚usobem vysveˇtlit vlastnosti a chova´n´ı frakta´l˚u, ale pouze je prˇibl´ızˇit uzˇivateli a nab´ıdnout
mu vy´chodisko, pro prˇ´ıpadne´ dalˇs´ı studium. Tato pra´ce tento c´ıl splnˇuje a domn´ıva´m se, zˇe v
neˇktery´ch oblastech i prˇevysˇuje za´kladn´ı znalosti o frakta´lech. Vysveˇtluje vsˇechny za´kladn´ı
druhy frakta´l˚u a prˇiblizˇuje cˇtena´rˇi i oblasti, ktere´ s frakta´ly u´zce nesouvis´ı (gramatiky).
Implementace webove´ aplikace podle me´ho na´zoru take´ prˇevysˇuje p˚uvodn´ı za´meˇr, vytvorˇit
jednoduchou aplikaci pro demonstraci frakta´l˚u. Dı´ky jej´ımu za´kladn´ımu konceptu, tedy
rozdeˇlen´ı na demonstracˇn´ı a teoretickou cˇa´st, si jej´ı uzˇivatel mu˚zˇe nejenom zkousˇet, jak
pracuj´ı jednotlive´ frakta´ly, ale dozv´ı se i vsˇechno co potrˇebuje veˇdeˇt, aby problematiku
pochopil. Program tedy nen´ı v˚ubec za´visly´ na te´to pra´ci, protozˇe teorie je obsazˇena i v
neˇm.
Program umozˇnˇuje velice lehce a intuitivneˇ nastavovat nejr˚uzneˇjˇs´ı parametry pro vykreslen´ı
a da´le vyuzˇ´ıva´ i extern´ı soubory, ze ktery´ch nacˇ´ıta´ tabulky barev (barevne´ palety) pro vy-
barvovan´ı mandelbrotovy mnozˇiny a juliovy´ch mnozˇin.
Jako rozsˇ´ıˇren´ı pro tento program by mohla by´t implementace dalˇs´ıch druh˚u frakta´l˚u,
zdokonalen´ı algoritmu pro vykreslen´ı a prˇida´n´ı dalˇs´ı interaktivity pro uzˇivatele, jako naprˇ´ıklad
vlastn´ı vytva´rˇen´ı barevny´ch palet aj.
Aplikace by mohla by´t vyuzˇ´ıva´na i pro studijn´ı u´cˇely, jako demonstracˇn´ı aplikace na
cvicˇen´ıch pocˇ´ıtacˇove´ grafiky a jiny´ch prˇedmeˇt˚u z podobnou te´matikou.
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Syste´m FracViz funguje ve webove´m prohl´ızˇecˇi s pluginem Java2SE (Java Virtual Machine)
verze 1.5.0. Aplikace je dostupna´ na internetove´ stra´nce:
http://eva.fit.vutbr.cz/ xfried03/fracviz/Fracviz.html
Ovla´da´n´ı syste´mu je velice jednoduche´ a intuitivn´ı. Popis aplikace jako celku je uveden v
implementaci (viz odd´ıl 4.1.1). Zde budou uvedeny jen podrobne´ popisy jednotlivy´ch panel˚u
pro nastaven´ı parametr˚u jednotlivy´ch frakta´l˚u a da´le interaktivn´ı odezva chova´n´ı syste´mu
na pra´ci s mysˇ´ı a kla´vesnic´ı.
A.0.1 Panel nastaven´ı
Panel s nastaven´ım je rozdeˇlen na peˇt cˇa´sti. Kazˇda´ cˇa´st obsahuje mnozˇstv´ı r˚uzny´ch parametr˚u,
ktere´ uzˇivatel mu˚zˇe meˇnit. Aby se zmeˇna projevila v obra´zku, mus´ı se bud’ kliknout na
tlacˇ´ıtko pouzˇ´ıt nebo stisknout kla´vesu Enter. Neˇktere´ panely obsahuj´ı tzv. spinner (textove´
pole s sˇipkami pro zmeˇnu obsahu), ktery´ automaticky´ meˇn´ı podobu frakta´lu bez stisku
kla´vesy Enter.
Formule – Zde je mozˇne´ nastavovat r˚uzne´ parametry, ktere´ jsou potrˇeba prˇi vy´pocˇtu, a
ktere´ veˇtsˇinou vy´znamneˇ zmeˇn´ı vy´sledny´ tvar frakta´lu. Jednotlive´ druhy frakta´l˚u maj´ı
ale r˚uzne´ pozˇadavky a tento panel se tedy podle druhu vykreslovane´ho frakta´lu meˇn´ı.
Popis jednotlivy´ch parametr˚u je uveden v teoreticke´ cˇa´sti prˇ´ıslusˇne´ho druhu frakta´l˚u.
Poloha – Tento panel slouzˇ´ı k zmeˇneˇ velikosti obra´zku (parametry sˇ´ıˇrka a vy´sˇka), a da´le
ke zmeˇneˇ polohy a velikosti u´tvaru (parametry poloha a prˇibl´ızˇen´ı).
Paleta – Tento panel slouzˇ´ı ke zmeˇneˇ barevne´ palety, pomoc´ı ktere´ se neˇktere´ frakta´ly
vykresluj´ı. Konkre´tneˇ se jedna´ o dynamicke´ syste´my v komplexn´ı mnozˇineˇ. Pro jine´
druhy frakta´l˚u tento panel nen´ı viditelny´.
L-Systemy – Zobrazuje parametry gramatiky, kterou pouzˇ´ıva´ zˇelv´ı grafika L-syste´mu˚.
Da´le zobrazuje u´hel natocˇen´ı zˇelvy a nejdulezˇiteˇjˇs´ım prvkem je spinner, pomoc´ı ktere´ho
se da´ nastavovat pocˇet iterac´ı pro vykreslen´ı. Tento panel je viditelny´ pouze u L-
syste´mu˚.
Stoch. systemy – Na tomto panelu jsou zobrazena nastaven´ı pro vykreslen´ı stochasticky´ch
syste´mu˚. Je samozrˇejmeˇ viditelny´ pouze i nich.
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A.0.2 Panel pro vykreslen´ı
Pokud uzˇivatel nechce parametry nastavovat v panelu nastaven´ı, mu˚zˇe neˇktere´ z nich meˇnit
prˇ´ımo na vykreslovane´m obrazci. Ve vykreslovac´ım panelu je mozˇne´ meˇnit polohu obra´zku
a jeho prˇibl´ızˇen´ı. Panel podporuje dva zp˚usoby, jak toho dosa´hnout.
1. pomoc´ı mysˇi
– levy´m polohovac´ım tlacˇ´ıtkem mysˇi se meˇn´ı poloha obra´zku a to tak, zˇe se mysˇ´ı
klikne na neˇjake´ mı´sto na obra´zku (tlacˇ´ıtko se mus´ı sta´le drzˇet) a obra´zek pak
kop´ıruje pohyby mysˇi. V momenteˇ, kdy se tlacˇ´ıtko pust´ı, obra´zek se usta´l´ı na
dane´ pozici.
– pravy´m polohovac´ı tlacˇ´ıtkem mysˇi se meˇn´ı prˇibl´ızˇen´ı dane´ho obra´zku. Mysˇ´ı se
klikne na neˇjake´ mı´sto na obra´zku (na pozici neza´lezˇ´ı). Pokud se mysˇ´ı pohne
nahoru, velikost prˇibl´ızˇen´ı se sn´ızˇ´ı, pokud se mysˇ´ı pohne smeˇrem dol˚u, prˇibl´ızˇen´ı
se zvy´sˇ´ı.
2. pomoc´ı kla´vesnice
– poloha obra´zku se meˇn´ı pomoc´ı smeˇrovy´ch sˇipek a velikost prˇibl´ızˇen´ı pomoc´ı
kla´ves Page Up a Page Down. Pokud jsou kla´vesy drzˇeny de´le obra´zek se sta´le
meˇn´ı. Aby zmeˇna pomoc´ı kla´ves fungovala, mus´ı se prˇes panel alesponˇ jednou
prˇejet mysˇ´ı. T´ım se tato funkce aktivuje. Je to proto, zˇe kla´vesy se daj´ı pouzˇ´ıt i
v jiny´ch cˇa´stech aplikace (prˇep´ınan´ı liˇst apod.).
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